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DUREE : TROIS HEURES.

Documents, calculettes et portables non autorisés.
Les solutions doivent étre rédigées de maniére rigoureuse.
Une attention particuliére sera portée a la qualité de la rédaction.
Le sujet comporte un recto et un verso.

Questions de cours.
1. Enoncer le théoréme de Heine.
2. Enoncer le théoréme de point fixe de Picard.

3. Donner la définition d’une fonction convexe f : R™ — R.

Exercice 1. R[X] désigne le R-espace vectoriel des polynomes a une indéterminée X.
Pour tout polynéome P € R[X], on note ||[P|| = sup,cp ) |P(t)]- Enfin, pour tout n € N*,
on définit

1 k 1 n
P, = ZHX et Qn=Ppt+ —X".
0<k<n

1. Justifier que ||-|| est une norme sur R[X].

2. Prouver que, pour tout n € N* et pour tout ¢ € [0, 1],
0 < Po(t) < Poyi(t) < Qnya(t) < Qnlt).
3. En déduire que pour tous n € N* et m € N* et pour tout ¢ € [0, 1],
0 < Palt) < Pusm(t) < Quld),

puis que (Pp)pen+ est une suite de Cauchy de (R[X],||-])-

4. On veut montrer par 'absurde que la suite (P,,),en+ n’a pas de limite dans (R[X], ||]|)-
Supposons donc que (P,,)pen+ converge vers F' € R[X] dans (R[X], [|-|])-

(a) Prouver que F(t) > 1+t > 1 pour tout ¢ € [0, 1].

(b) Prouver que la suite des polynomes dérivés (P)),en+ converge aussi vers F' dans
(RIXT, [I1)-
(c) Soit n € N*. Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1],

F(t) - F(0) - /0 F(s)ds = (F — B,)(t) — (F — P,)(0) - /0 (F — PL)(s)ds,

puis en déduire que
IF"— F(0) —/O F(s)ds|| < 2||F = Pl + || F — P, .

(d) Montrer qu’alors F’ = F. Conclure.



D.

Quel résultat avez-vous démontré ?

Exercice 2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R. On note
pour toute fonction f € E

1
I = [ £l et 1l = max |70

On admet que ||-||1 (resp. |||loc) €st une norme sur E et I’on note E; (resp. Fo) le R-espace
vectoriel £ muni de la norme ||-||1 (resp. ||-]|oo)-
Enfin, S (resp. T') désigne l'application de E dans R telle que, pour tout f € E,

1.
2.

3.

1
ﬂﬂ=£f@ﬁ<mpﬂﬂ:ﬂw.

Montrer que 1" et S sont des applications linéaires de £ dans R.

S est-elle continue sur (E, || - [|1)? Sur (E, |- ||eo)?
Nota Bene : il est indispensable de justifier soigneusement vos réponses.
T est-elle continue sur (E, || - ||1) ? Sur (E, | ||eo) ?

Nota Bene : il est indispensable de justifier soigneusement vos réponses.

Exercice 3. On considére la fonction f de R? dans R telle que, pour tout (z,y) € R?,

10.

f(z,y) =3zt + 42 — 1222 + % — 29.

. Montrer que y? — 2y > % — 3 pour tout y € R et qu’il existe Cy > 0 tel que pour

tout = € R, 32* + 423 — 1222 > %2 — Cp.

. Aprés avoir vérifié que les ensembles

E={(z,y) €eR?| f(z,y) <1}, F={(x,y) eR*| f(z,y) > 1},

sont non vides et que E est borné, montrer que f admet un minimum global sur R?,
qui est atteint dans ’ensemble F.

Donner les points critiques de f.

. Examiner si ces points sont des extrema locaux pour f. En déduire le minimum global

de f, ainsi que le(s) point(s) au(x)quel(s) il est atteint.

. La fonction f est-elle convexe sur R? ?

Soit m > 0. On souhaite maintenant étudier les minima de f sur I’ensemble
K ={(z,y) €eR*| g(x,y) =0}, o g(z,y) = 18(z —m)* + (y — 1)* — 18m>.
Montrer que f admet un minimum global sur K.

Montrer que {x € R | 18(z — m)? — 18m? < 0} = [0,2m)] et étudier sur [0, 2m] les
variations de la fonction

o(x) = 2° + 2% — 5z + 3m.

. Ecrire le systéme (S) donné par le théoréme des extrema liés pour la fonction f sur

K.

. Pour m > 1, déduire de ce qui précéde que (5) a seulement deux solutions, qu’on

explicitera.

Donner dans ce cas le minimum global de f sur K, ainsi que le(s) point(s) au(x)quel(s)
il est atteint.



